OPRAVA – skriptá, str.14-17

1.3.3    Priamy dôkaz

Úlohy na priame dôkazy :

1.  Ukážte, že 2n.5n+1 + 1        nie je prvočíslo pre žiadne n

 Nech n=1 :  2.52+1=51 , n=2 : 22.53+1=501,  n=3 :  23.54+1=5001,  n=4 : 24.55+1=50001

 .... žiadne z týchto čísel nie je prvočíslo (ciferný súčet je 6 , teda je deliteľné 3-ma)

2.  Euklidova veta : Ukážte, že ak 2n – 1 je prvočíslo, potom 2n-1.( 2n – 1) je dokonalé.

Platí : 22 – 1 je prvočíslo,  21.(22 – 1 )= 6 = 1+2+3  - dokonalé (dá sa vyjadriť ako súčet

svojich deliteľov

          23 – 1 je prvočíslo,  22.(23 – 1)= 28=1+2+4+7+14 – dokonalé

          25 – 1 je prvočíslo,  24.(25 – 1)=496=1+2+4+8+16+31+62+124+248 –dokonalé

          27 – 1 je prvočíslo,  26.(27 – 1)=8128=1+2+4+8+16+32+64+127+254+508+1016+

                                                            +   2032+4064   - dokonalé   

3.  Všetky prvočísla možno vyjadriť nasledovne : 
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Cvičenie:
Príklad 1

Nech a = (1 – 2) + (3  –  4) + ...+ (1999);

         b = (1 – 2) + (3 – 4 ) +...+ (1999 – 2000).

Dokážte, že a + b = 0.

Riešenie:

a  + b = [(1 + 3 + 5 +...+1999)  - (2 + 4 +...      + 1998)] + [(1 + 3 + 5 +…+1999)  – 

– (2 + 4 + …+ 2000)]  = 
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 = [10002 – – (1+999)999] + [10002  – (1 + 1000)1000] = 10002 – 999 – (999)2 + 10002 – 1000 – 

– 10002 = 1000(1000 – 1) – 999(999 + 1) = 0

Príklad 2
Pre ktoré n platí:  1947 \46n + 296.13n
Riešenie:

1947 = 3.11.59 = 33.59

296 = 5.59 + 1                 

Upravíme :       
46n + (5.59 + 1).13n = (59 – 13)n + (5.59 + 1).13n = 
[image: image4.wmf] 
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Deliteľnosť číslom 33 ukážeme ľahko matematickou indukciou.

Príklad 3

Zistite, či je 191998 + 981999 deliteľné  deviatimi.
Riešenie:

a = 191998 = (18 + 1)1998 = (18 + 1)(18 + 1). … .(18 + 1) = 18n + 1; n 
[image: image9.wmf]Î

 N

b = 981999 = (99 – 1)(99 – 1). … .(99 – 1) = 99m – 1;m 
[image: image10.wmf]Î
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Sčítaním: a + b = 18m + 99n 
[image: image11.wmf]Þ

 9 \18m + 99n

Príklad 4

Ukážte, že pre všetky n 
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Riešenie:
Pre ľubovoľné k, 1 
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 EMBED Equation.3  [image: image20.wmf]÷
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Príklad 5

Dokážte, že 
[image: image25.wmf]b
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Riešenie

Nech D(a,b) = 1 a nech 
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a2 + b2 = n(a2  –  b2)

                                                                                                    b2(n + 1) = a2(n – 1)
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a = kb – spor, že D(a,b) = 1

Príklad  6

Dokážte, že pre n 
[image: image42.wmf]Î

 N nie je 2n – 1 štvorcom

Riešenie:
Sporom: Predpokladajme, že
[image: image43.wmf]$

 k : 2n –1 = k2
                                                       2n = k2 + 1 dosadením
[image: image44.wmf]k = 2m

                                                                               2n = 
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                                                                         dosadením  k = 2m - m
   2n = (2m – 1)2 + 1 = (4m2 – 4m +1) + 1 = 
[image: image46.wmf]{

\

2

1

\

2

2

2

)

1

2

4

(

2

-

=

/

+

-

n

m

m

4

4

3

4

4

2

1

.2 – spor

Príklad 7

Nájdite najmenšie n: 31 \5n + n

Riešenie:

n 
[image: image47.wmf]=
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1,2  (stačí overiť) Pre n = 3 vyjadríme  53 = 125 = 4.31 + 1 a budeme postupne dosadzovať:

n = 3k

n = 3k + 1

n = 3k +2

––––––––––––––––––––––––––––––––––––––-

n = 3k: 5n + n = 125k + 3k = ((125)k – 1) + 3k + 1 = ((4.31  + 1 )k  - 1) + 3k + 1 =

                       =
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n = 3k + 1:  5n + n = 5.125k + 3k + 1 = 5.125k + 3k + 6 – 5 = 
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n = 3k + 2:  5n + n = 53k+2 + 3k + 2 = 25.125k + (3k + 2) =

=25.(125k – 1) + 3k + 27 = 
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Príklad  8

Dokážte, že 
[image: image53.wmf]4
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[image: image54.wmf]Î
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Riešenie:

n = 1:   11 – 2 = (1.10 + 1) – 2 = 9 = 32
n = 2:   1111 – 22 = (1.103 + 1. 102 + 1.10 +1) – (2.10 + 2) = 1.103 + 1.102 – 1.10 – 1 =

                 = 103 – 10 + 102 – 1 = 10(102 – 1 ) + (102 – 1) = (102 – 1)(10 + 1) =

                 = 99.11 = 9.11.11 = 9.112 =(3.11)2 = 332

n = 3:  111 111 – 222 = 105 + 104 + 103 + 102 + 101 + 100 –2(102 + 10 + 1) =

                                   = 105 + 104 + 103 - 102 - 101 - 100  = 102(103 – 1) + 10(103 – 1) + (103 –  

                                  -1) = (103 – 1)(102 +10 + 1) = 999.111 = 9(111)2 = (333)2
Takým istým spôsobom môžeme riešiť nasledujúce úlohy:

dokážte, že číslo 
[image: image55.wmf]{
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dokážte, že 
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Príklad 9

V desiatkovej sústave má nejaké číslo tvar aaa a v inej to isté číslo tvar 4a2aa.

Aké je to číslo a aká sústava ?

Riešenie:


[image: image58.wmf] aaa = 
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100 + 10 + 1 = 4k2 + 2k + 1

4k2 + 2k  – 110 = 0                               
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Príklad 10

Určite, pre ktoré 
[image: image64.wmf]N

n

Î

 existuje nepárne n-ciferné číslo deliteľné 13-mi, ktorého ciferný súčet je 4.

Riešenie:

pre n=1  neexistuje také číslo, pre n=2 existuje 13, pre n=3 a n=4  tiež také číslo neexistuje.  Vieme, že 1001=13.77 a preto každé n-ciferné číslo, n=5, 6, 7, ....bude vznikať nasledovným spôsobom :  1001+10.1001, 1001+100.1001,... všeobecne 1001+10
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 EMBED Equation.3  [image: image67.wmf]Takýmto postupom dostaneme hľadané čísla :11011=13.847, 101101=13.7777, 1002001=13.77077, 10011001=13.770077,100101001=13.7700077,....

Príklad 11

Určite  všetky 
[image: image68.wmf]2
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Riešenie:

Najskôr vytvoríme tabuľku zvyškov pri delení  7-mi
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Príklad 12

Rozložte  2002 na súčet aspoň dvoch po sebe idúcich prirodzených čísel .

Riešenie:

Nech 2002=(s-k)+(s-(k-1))+...(s-1)+s+(s+1)+...+(s+k),t. j. nepárny počet členov, s   je prostredný člen  a tento súčet členov aritmetickej postupnosti je :


[image: image72.wmf]N

k

s

k

k

s

s

k

Ï

-

Ù

=

Þ

=

+

Ù

=

Û

+

=

500

(

)

1001

1

2

2

(

).

1

2

(

1001

.

2

)-spor

Preto nech 2002=(s-k)+...+s+...+(s+k)+(s+k+1)=

=
[image: image73.wmf]=

+

+

+

+

=

+

+

+

+

+

+

-

)

1

(

)

1

2

.(

)

1

(

)

1

2

.(

2

)

(

)

(

k

s

k

s

k

s

k

k

s

k

s


=s.(2k+2)+(k+1)=2s.(k+1)+(k+1)=(2s+1)(k+1)
[image: image74.wmf]2

1

1001

1

2

=

+

Ù

=

+

Û

k

s


Potom  2002=499+500+501+502

Príklad 13

Zistite, aký zvyšok dá číslo 
[image: image75.wmf]100
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Riešenie:

n=5k            
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Príklad 14

Aké budú posledné dve cifry čísla 
[image: image87.wmf]20
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, ak n je párne a nie je deliteľné 5-imi.

Riešenie:
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Štatistika 1 – Dolný Kubín

Matematika 1 – Dolný Kubín

	1
	Lysá Ľudmila
	12.01.2009
	08:00:00
	2
	C3
	30
	0
	čas 8-9:30, učebňa podľa počtu prihlásen
	

	3
	Lysá Ľudmila
	23.01.2009
	08:00:00
	2
	c3
	30
	1
	čas 8-9:30, učebňa podľa počtu prihlásen
	

	3
	Lysá Ľudmila
	26.01.2009
	08:00:00
	2
	C3
	30
	0
	čas 8-9:30, učebňa podľa počtu prihlásen
	


Štatistika 1 – Stará Ľubovňa

	1
	Lysá Ľudmila
	14.01.2009
	08:50:00
	1
	SZS
	20
	0
	+5 vlastný počítač
	

	2
	Lysá Ľudmila
	14.01.2009
	09:40:00
	1
	SZS
	20
	0
	+5 vlastný počítač
	


Štatistika 1 – Poprad

	1
	Lysá Ľudmila
	09.12.2008
	09:40:00
	1
	PP311
	20
	0
	čas 9:30-10:30, predtermín
	

	2
	Lysá Ľudmila
	11.12.2008
	09:40:00
	1
	PP311
	20
	0
	čas 9:30-10:30, predtermín
	

	3
	Lysá Ľudmila
	15.12.2008
	08:50:00
	1
	PP311
	20
	0
	čas 8:30-9:30
	

	4
	Lysá Ľudmila
	15.12.2008
	09:40:00
	1
	PP311
	20
	0
	čas 10:00-11:00
	

	5
	Lysá Ľudmila
	18.12.2008
	08:50:00
	1
	PP311
	20
	0
	čas 8:30-9:30
	

	6
	Lysá Ľudmila
	18.12.2008
	09:40:00
	1
	PP311
	20
	0
	čas 10:00-11:00
	

	7
	Lysá Ľudmila
	18.12.2008
	11:20:00
	1
	PP311
	20
	0
	čas 11:30-12:30
	

	8
	Lysá Ľudmila
	16.01.2009
	08:50:00
	1
	PP311
	20
	0
	EF - čas 8:30-9:30
	

	8
	Lysá Ľudmila
	10.01.2009
	10:30:00
	1
	PP311
	20
	0
	EF - čas 10:00-11:00
	

	9
	Lysá Ľudmila
	10.01.2009
	11:20:00
	1
	PP311
	20
	0
	EF - čas 11:30-12:30
	

	10
	Lysá Ľudmila
	16.01.2009
	08:50:00
	1
	PP311
	20
	0
	čas 8:30-9:30
	

	11
	Lysá Ľudmila
	16.01.2009
	10:30:00
	1
	PP311
	20
	0
	čas 10:11
	

	12
	Lysá Ľudmila
	16.01.2009
	11:20:00
	1
	PP311
	20
	0
	čas 11:30-12:30
	

	13
	Lysá Ľudmila
	19.01.2009
	09:40:00
	1
	PP311
	20
	0
	čas 9:30-10:30
	

	14
	Lysá Ľudmila
	19.01.2009
	11:20:00
	1
	PP311
	20
	0
	čas 11:00-12:00
	

	15
	Lysá Ľudmila
	21.01.2009
	09:40:00
	1
	PP311
	20
	0
	čas 9:30-10:30
	

	16
	Lysá Ľudmila
	21.01.2009
	11:20:00
	1
	PP311
	20
	0
	čas 11:00-12:00
	

	17
	Lysá Ľudmila
	28.01.2009
	09:40:00
	1
	PP311
	20
	0
	OT - čas 9:30-10:30
	

	18
	Lysá Ľudmila
	28.01.2009
	11:20:00
	1
	PP311
	20
	0
	OT - čas11:00-12:00
	

	19
	Lysá Ľudmila
	30.01.2009
	08:50:00
	1
	PP311
	20
	0
	OT - čas 8:30-9:30
	

	20
	Lysá Ľudmila
	30.01.2009
	09:40:00
	1
	PP311
	20
	0
	OT- čas 10:00-11:00
	

	21
	Lysá Ľudmila
	30.01.2009
	11:20:00
	1
	PP311
	20
	0
	OT- čas 11:30-12:30
	


Cvičenie – EF – Dolný Kubín – 21.-22.11.2008

Príklad 1

Sú dané množiny 
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Určite množiny 
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Príklad 2

Sú dané množiny 
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. Zapíšte a graficky znázornite karteziánsky súčin 
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Príklad 3

Nech 
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Príklad 4

Nech 
[image: image108.wmf]{

}

5

,

4

,

3

,

2

,

1

A

=

, 
[image: image109.wmf]{

}

g

,

f

,

e

,

d

,

c

,

b

,

a

B

=

. Overte, či ide o prosté zobrazenie 
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Príklad 5

Sú dané množiny 
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Príklad 6

Sú dané množiny 
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Príklad 7

Z 50 študentov riešilo 44 aspoň jednu z dvoch olympiád /matematická a fyzikálna/. Matematickú neriešilo 19 a 39 študentov riešilo práve jedni olympiádu. Koľko študentov riešilo – matematickú olympiádu,

· fyzikálnu olympiádu,

· obidve olympiády?

Úlohu riešte využitím Vennových diagramov.

Príklad 8

Zistite prvky relácie 
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Príklad 9

Zistite prvky relácie 
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Príklad 10

Zostrojte inverzné zobrazenie k zobrazeniu:
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Príklad 11

Zo 129 študentov prvého ročníka chodí pravidelne do jedálne na obed alebo na večeru 116 študentov, 62 študentov nechodí na obed alebo nechodí na večeru. Na obedy ich chodí o 47 viac ako na večeru. Koľko študentov chodí:

· na obed aj na večeru,

· len na obedy,

· len na večeru?

Príklad 12

Určite definičný obor danej funkcie :
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Príklad 13

Rozhodnite o párnosti či nepárnosti funkcie:
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Príklad 14

Utvorte zloženú funkciu z funkcií: 
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Určite definičný obor zloženej funkcie.

Príklad 15

Vypočítajte limitu:
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Príklad 16

Vypočítajte limitu
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Príklad 17

Vypočítajte limitu


[image: image126.wmf]x

x

x

x

1

x

2

1

x

1

x

1

x

lim

;

1

x

2

1

x

lim

;

1

x

1

x

lim

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

¥

®

¥

®

+

®


Príklad 18

Určite priebeh funkcie danej predpisom  y = f(x) a nakreslite jej graf:
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Príklad 19

Určite lokálne a absolútne extrémy funkcie 
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na intervale < -3;1,5>.  

Príklad 20

Nájdite asymptoty krivky :

1. 
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Príklad 21

Nájdite absolútne extrémy funkcie  
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Príklad 22.

Nájdite rovnicu dotyčnice ku grafu funkcie 
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Príklad 23

Derivujte funkciu a nájdite intervaly monotónnosti a konvexnosti /konkávnosti/:
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Príklad 24

Nájdite stacionárne body funkcie:
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Príklad 25

Nájdite priebeh funkcie
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Príklad 26

Nakreslite graf funkcie f na intervale <0,4> a určite intervaly, na ktorých nadobúda funkcia f kladné a kde záporné hodnoty.

1. f: 
y= x2-4x+3

2. f:
y= x2-4x+5

Príklad 27

Je daná funkcia f(x) = 2x+1. Nájdite obor funkčných hodnôt, ak:

1. f(A), ak A=<1,5>
2. f(B), ak B=<5,13>
Príklad 28

Nájdite definičný obor funkcie f určenej predpisom:
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Príklad 29

Vypočítajte limitu funkcie:

1. 
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Príklad 30

Derivujte:

1. 
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Príklad 31

Určite intervaly monotónnosti funkcie F určenej predpisom:

1. 
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